Résolution d’équations
differentielles ordinaires

A la fin du chapitre, I'étudiant doit étre capable de:

1.

Mettre en ceuvre les schémas d’intégration d’Euler, Crank-
Nicolson, Adams-Bashforth et Runge-Kutta pour les équations

différentielles ordinaires du premier ordre

Calculer 'ordre d’'une méthode de résolution d’'une équation

différentielle ordinaire du premier ordre

Mesurer numériguement l'ordre d’'une méthode de résolution

d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre



Probleme type abordé dans ce chapitre

e Dans de nombreux cas, un effort de modélisation ou une démarche de
type ingénieur se solde par un probleme aux valeurs initiales du type:

La fonction F étant donnée, trouver la fonction inconnue y(t) telle

que % = F(t,y) pourt > t° avecla cdtinitiale y(t°) = y°

e Exemples (t° = 0):
e Principe fondamental de la dynamique:

dVv
E = Force/masse, V() = Vo
e Processus chimique

dC
dt
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= —acC?, c(0) = C,




Probleme de résolution

e Dans certains cas simples, il est possible d’obtenir LA solution
analytique de I'équation:

d s
ex: d—jg = yt, pourt > t° avecla cdtinitiale y(t°) = 1,
y
$2 _ 402
y(t) = exp—
1 ________

* Mais ce n'est en général pas le cas

ex: % =y ¥+t pourt > t° aveclacdtinitiale y(t°) =1



Discrétisation

e Siune solution analytique ne peut pas étre déterminée (c’est
le cas en général ...), une alternative est de résoudre
I’équation de maniere approchée, par simulation numérique

e Partant de la condition initiale y(t°) = yY, on utilise alors un
algorithme qui génere une approximation de la solution y(t)
en un nombre fini d’'instants:

t"™ =t 4+ nAt; y™ = y(tY + nAt)

e At estle pas de temps de discrétisation (supposé constant
dans le cadre de ce cours)



Discrétisation

tN—l tN

tn—l tn

Une fois le probléme discrétisé, 'inconnue n’est plus une fonction y(t) au

sens mathématique mais une suite de valeurs numériques

y2, y1, ..,y¥ =1, 9yN approchant les valeurs prises par y(t) aux instants
A A S A
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Discrétisation

tn—l tn tN_l tN

Une fois le probléme discrétisé, 'inconnue n’est plus une fonction y(t) au

sens mathématique mais une suite de valeurs numériques

y2, y1, ..,y¥ =1, 9yN approchant les valeurs prises par y(t) aux instants
A A S A
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y Discrétisation

tn—l tn tN_l tN

Une fois le probléme discrétisé, 'inconnue n’est plus une fonction y(t) au

sens mathématique mais une suite de valeurs numériques

vy, vy, ..., yN71, 9N approchant les valeurs prises par y(t) aux instants

tO t1 . tN-1 ¢N
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y Discrétisation

tn—l tn tN_l tN

Une fois le probléme discrétisé, 'inconnue n’est plus une fonction y(t) au

sens mathématique mais une suite de valeurs numériques

vy, vy, ..., yN71, 9N approchant les valeurs prises par y(t) aux instants

tO t1 . tN-1 ¢N
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y Discrétisation

tn—l tn tN_l tN

Une fois le probléme discrétisé, 'inconnue n’est plus une fonction y(t) au

sens mathématique mais une suite de valeurs numériques

vy, vy, ..., yN71, 9N approchant les valeurs prises par y(t) aux instants

tO t1 . tN-1 ¢N
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Quel algorithme ?

e Résoudre numériguement le probleme

La fonction F étant donnée, trouver la fonction inconnue y(t) telle
d s
que d—}t' = F(t,y) pourt > t° avecla cdtinitiale y(t°) = y°

revient donc a se doter d’un algorithme qui permet de progresser en
temps et de générer y™*1 3 partir des valeurs précédentes de y

* Toute la difficulté est de déterminer un « bon » algorithme
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Algorithme exact

e La condition initiale fournissant la valeur y° de la fonction
I'indice n = 0, un algorithme de résolution est en fait une
relation de récurrence permettant de déterminer la valeur de
la fonction inconnue a I'instant t™*! connaissant ses valeurs
aux instants précédents

yO’yl' ___,yn—z,yn—l’yn — y

n+1

e Le point de départ est en général la relation exacte:

tn+1 tn+1
ntl = yn Qd = y" F(t,y)dt
y y"+ Srar=y"+ (t,y)
tn tn

Comment estimer I'intégrale de F ?



Méthodes a un pas

En pratique, I'intégrale de F entre t™ et t"*1 n’est pas
calculable de maniere exacte car y(t) n’est pas connue sur cet
intervalle

Les méthodes a un pas s’écrivent sous la forme:

yn+1: yn-l-AtX(D

® est le taux de variation de y au cours de l'itération

dy

Puisque — = F(t,y), sa valeur exacte est
tn+1
yn+1 _ yn 1
DPeoxact = At = A_t F(t,y)dt

tTl



ORDRE

e On cherche alors a approximer @ a partir des valeurs
disponibles de la fonction inconnue, soit

yO’ yl’ . yn—l’ yn, yn+1
e La méthode est alors d’ordre p si:

(Dexact -b= O(Atp)

e |'erreur associée a une méthode diminue d’autant plus vite
lorsque le pas de temps diminue que l'ordre est élevé:

N O S B S B

Facteur de réduction de I’erreur suite 22=4 24=16
a réduction de At d’un facteur 2
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PRECISION DE LA SOLUTION ?

* La notion d’ordre est associé au taux de variation ®. Mais ce qui nous intéresse
c’est |la précision avec laquelle la solution de I'équation est obtenue.

|l faut donc comparer la solution approchée au temps physique T, soit y" =
y(t =T =nAt + t,), a la solution exacte au méme instant, soit y;* = y¢*(t =

T). Or on obtient successivement:
Yt = yn _yn—l _|_yn—1 _yn—z + ---+y1 _yo +y0
y"* = Atd,_; + Atd,_, + -+ AtDy + y°
y™ = At((PEF [ +0(AtP)) + At((PEX,+0(ALP)) + -+ + At((PEX+0(ALP)) + y°
Yt = AtDEF | + AtDEX, + - + AtDE* + YV + nAtO(AtP)
Y=yt it Vi — Vet o+ YE =y +y° + T X 0(AtP)

y' =y +0(4tF)



Méthodes a un pas classiques

e Euler explicite: ® = F(t™,y") = F"
yn+1 — yn + At F(tn,yn)

e Eulerimplicite: ® = F(¢"t1, yntl) = pntl
yn+1 = y" 4+ At F(tn+1’yn+1)

e Crank-Nicolson: ® = %(F" + Fth

yn+1 — yTl + %(FTL+1 + FTI,)

e Adams-Bashforth: ® = %(317” — F* 1

At
yn+1 — yn + 7(31;'71 _ Fn—l)
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Interprétation géométrique
Euler explicite
yn+1 — yn + At F(tn,yn)

/ Pente = F(t", y™)
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n+1

Interprétation géométrique
Euler implicite
yn+1 — yn + At F(tn+1,yn+1)

Pente = F (¢, ynt1)

At

tn Etn+1
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Calcul théorique de l'ordre

e ['ordre théorique d’'une méthode s’obtient en caractérisant
I’écart entre la valeur exacte de ® et celle utilisée en pratique

o Euler explicite : ® = F™ - Ordre 1

o Euler implicite : @ = F**1 - Ordre 1

o Crank-Nicolson: ® = %(F" + F™**1) > Ordre 2

o Adams-Bashforth : & = %(3F" — F™* 1) > Ordre 2



Augmentation de l'ordre

e On peut construire une approximation de y™** d’ordre
arbitrairement élevé a partir du développement de Taylor suivant:

d*y

d dvy
Y=y A+ () (t”) YINIaE)

e On peut conserver le cadre précédent des méthodes a un pas,

yrl =yn L At X D, 3 condition de définir ® comme (avec un
Tl
|éger changement de notation , — t”)- dtl ):
A n _
dpy‘ AtP~1 p
| + dt2 + datpP p! + O(At )




Augmentation de l'ordre

e En utilisant 'EDO vérifiée par y et des regles de dérivation usuelles:
n

dy
I =F("y™") =F"
dzyn_dF(tn wy [ LOFDN
atz| “ a0V T e Toayae| Tt Y
d3yn
—3| = F&+ 2R+ ELER + EMFR + ERF™)
e Etdonc:
n n nrn At
® = F" +|F' + F'F ]7

FM 4+ 2FRFn 4 En EnZ 4 pn(En 4 pnpn At?
+[tt+ tyl "+ Fyyly +y(t+y )]?"‘



Méthodes a pas multiples

Les développements précédents ne sont pas ou peu utilisables en
pratique car ils font intervenir des dérivées d’ordres élevées de |la
fonction F.

Or, cette fonction n’est pas nécessairement connue de maniere
analytigue et calculer ses dérivées successives peut s’avérer coliteux
et impreécis

Plutét que d’estimer des dérivées d’ordre élevées, il est préférable de
mieux choisir les endroits ou on évalue F.

[llustration avec le développement de Taylor a I’ordre 2 qui donne

® = F" +|F* + E'F"] o
t y 2



Méthodes a pas multiples: ordre 2

e On cherche a approximer ® = F" +[F[‘ + Fy"F”] % al'ordre 1 en At
a I'aide de

d = A F(t",y™) + A F(t" + alt,y™ + BALF™)
F'n
ouA,, A,, et fsont des parametres a déterminer

e Par identification jusqu’a l'ordre 1 inclus on obtient:
At
F™ + [F* + E'F" - = (A1 + AF™ + Ay(alt X F* + BALF"F])

d’oul'ontire: A,a = % A,B = % A+ A, =1



Runge-Kutta d’ordre 2

e Une fois I'identification réalisée, on peut proposer I'approximation
y™tl = y" + At X @ pour y"t!

e On obtient en fait une famille de schémas (3 contraintes mais 4
parametres a déterminer). Pour le choix particulier A; = 0, on
obtient:

At kAt
yntl =y"+Ath(t"+7,y"+ 12 )

 Ce nest pas une méthode a un pas. En effet, cet algorithme
nécessite le calcul successif de deux valeurs prises par la fonction F

o Etape 1:calculde k; = F(t", y™)

klAt)

o Etape 2:calculdek, = F (t" + %,y” +=

On en déduit alors I'approximation de la fonction y(t) a linstant t™*1 :
y™tl = y" + At X k,



Runge-Kutta ordre 3

e On peut reprendre la méme démarche en conservant un terme de
plus dans le développement de Taylor.

e Alordre 3 on obtient la méthode a 3 pas suivante:

kl = F(tn;yn)
At kAt
kz =F tn + 7,37” + 5

ks = F(t" + At,y™ — k{At + 2k, At)

ne1 _ yn 4 A ki + 4k, + k
y y+6><(1+ 2+ k3)



Runge-Kutta ordre 4

e On peut reprendre la méme démarche en conservant deux termes
de plus dans le développement de Taylor.

e Alordre 4 on obtient la méthode a 4 pas suivante:

kle(tn;yn)
At kAt
At k, At
k3:F<t"+?,y"+ 5 )

ky, = F(t"™ + At, y™ + k3At)

n+l — yn g k 2k 2k k
y )’+6x(1+ 2 + 2k3 + ky)



Mesure numeérique de l'ordre

Lorsque I'on utilise un logiciel de résolution d’'une équation
différentielle, il est utile de pouvoir vérifier ses performances

Il est possible de « mesurer » a partir d’'une expérience numérique
I'ordre effectif de la méthode implémentée

Partant de la définition de l'ordre p, on peut déduire que y" — y5* =
O (AtP) = aAtP ou a est une constante

On en déduit que log|y™ — y&*| = loga + p log At lorsque At - 0
a1y Yn 8 p 108

L'ordre effectif d’'une méthode peut donc étre mesuré en tracant dans
un diagramme logarithmique |'erreur obtenue pour un probleme donné
et pour différentes valeurs du pas de temps; la pente de la droite
obtenue est égale a l'ordre recherché.



Mesure numeérique de l'ordre

e Pour mesurer I'ordre d’'une méthode, il faut réaliser plusieurs
simulations identiques (méme probléme résolu) avec des pas de
temps différents

log(erreur)

Pente de la droite

ordre de la méthode

At; At, At; Aty log(At)



Relation précision-cout
e Le colt d’une itération dépend du nombre de fois que de la fonction F

doit étre calculée: n fois pour une méthode d’ordre n

e Ne pas déduire qu’'une méthode est d’autant plus lente que son ordre
est élevé; tout dépend de la précision désirée ...

e La précision augmente lorsque l'erreur diminue
e Le colt total augmente lorsque le pas de temps At diminue

A
log(preécision) Méthode optimale

~

—log(erreur)

ordre p<q

>
log(cout) ~ — log(At)




